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Resumen

e Fundamentos (ideas de la matemdtica de primera mitad del siglo
pasado).

e Coq.

@ Nuestro trabajo:
» Redex — Coq.
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Fundamentos

(o cdmo podemos representar computacionalmente

nociones de Iégica matematica)
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Fundamentos

Intuicionismo (L.E.J. Brouwer, desde 1908 aprox.)! 2

@ Basado en ideas filoséficas sobre la naturaleza de objetos
matemadticos diferentes a las presentes en la matematica clésica.

@ Opuesto al platonismo: los objetos matematicos no existen mas
alld de nuestro intelecto. Son solamente construcciones de
nuestra mente.

'Mauricio Guillermo. Introduccién a la Realizabilidad Intuicionista. ECI'21.
2Harrie de Swart. Philosophical and Mathematical Logic. Springer, 2018.



Fundamentos: Intuicionismo

@ Postura clésica: la validez o no validez de un enunciado depende
de la naturaleza (objetiva) de los objetos de los que el enunciado
habla, y no tanto de si disponemos o no de métodos efectivos
para determinar esto.

@ Intuicionismo: un enunciado es cierto sélo si tenemos una
construcciéon matematica, una prueba, que hace evidente la
validez del enunciado.

@ Se enmarca dentro de lo que, mds ampliamente, se conoce como
constructivismo.
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Fundamentos: Intuicionismo

Semdntica de Brouwer-Heyting-Kolmogorov (BHK) (desde 1928,
aprox.)
o Identifica la idea (la semantica) de enunciado verdadero con la
idea de enunciado demostrable, y la idea de enunciado falso con
la idea de enunciado refutable.

@ La semantica de los conectivos légicos se va a explicar en
términos de la construccién de la correspondiente prueba.
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Fundamentos: Semantica BHK

@ A A B: 2 piezas de informacién: prueba de Ay prueba de B.

@ AV B: 2 piezas de informacién: cual es el disyunto demostrable
y prueba correspondiente de ese disyunto.

@ A — B: método efectivo para transformar pruebas de A en
pruebas de B.

e dx € A, B(x): testigo x € A, y una prueba que demuestre B(x).

e Vx € A, B(x): método efectivo que transforma todo elemento
x € A en una prueba que demuestre B(x).

@ No hay pruebas para L.

@ —A se define como A — L.



Fundamentos: Semantica BHK

@ Algunas consecuencias:
» No tiene sentido asumir YA, AV —A.

* Si puede ser cierto AV —A para cierto A especifico,
pero tengo que probarlo.

> mA A A

@ Conexién entre nocidn de prueba intuicionista y recursién:

» Realizabilidad de Kleene: relacién entre funciones recursivas
y pruebas de la aritmética intuicionista de Heyting.
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Fundamentos: Semantica BHK

Deduccién natural para la légica intuicionista (fragmento).

Al A
MAl:B rcA=B TF.A
A= B . B
A Tk:B F--AAB M- AAB
= AAB M=, A -, B )
Va a ser semejante a la deduccién natural para légica clasica,
., M-Abt, L
reemplazando la reduccién al absurdo: , por el
M-, A

rincipio de explosidn: L
prinetp PIOsIOn T, A

9/83



Fundamentos

A-célculo?® 4
@ Alonzo Church, 1932/33.

@ Teoria sobre funciones en términos de reglas de reescritura, y no
como conjuntos de pares ordenados.

@ Partes constitutivas: un lenguaje y relaciones con dominio en
este lenguaje.

@ Veremos la formulacién moderna simplificada.®

3Barendregt, H. P. The Lambda Calculus: Its Syntax and Semantics. North Holland, Amsterdam (1984).
Felleisen M., Findler R. B., Flatt M. Semantics Engineering with PLT Redex. The MIT Press (2009).
Formulacién original: Church A. A Set of Postulates for the Foundation of Logic.
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Fundamentos: \-calculo

Sintaxis
to=Ax.t]| x| tt J

Relaciones entre términos (términos que se “comportan”
del mismo modo)
Evaluacién de una funcién (nocién de reduccién):

—5 1 (A x. t) u—p tlu/x] (t[u/x]: subst. consistente sin captura)

“Los nombres de variables no importan” (conversién):
« : renombre consistente de variables

“Una funcién esta univocamente definida por sus evaluaciones”:
—, o (Ax.tx)nt(con x ¢ FV(t))

v




Fundamentos: \-calculo

@ El célculo original se demostré inconsistente (paradoja de
Kleene-Rosser).°

o La laxitud de las reglas de construcciéon del calculo permiten
cosas como “funciones aplicadas a si mismas”:
» Por ejemplo: 2 = (A x. x x) (A x. x x) (término
irreducible).

» Otro ejemplo: Y =X f. (A x. f (xx)) (A x. f(xx))

@ Si agregamos “tipos’ (mas adelante) para poder clasificar cosas
como Y, todo tipo va a estar habitado (manifestacién de
inconsistencia en una teoria de tipos).

5Curry H. The paradox of Kleene and Rosser.



Fundamentos: A-célculo
Sin embargo: es posible representar todas las funciones recursivas de

Godel (R; via A-definibilidad).

ti ty ... «— f(w,...), f \-definible +— f'(vy,...), f'€R

B+
evaluar evaluar

~

~ ~

t3 irreducible < > Vo 4 > Vo

...y no-terminacién de la reduccién se corresponde con la no
definicién de una funcién sobre cierto valor.
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Fundamentos: \-calculo

i Por qué?
@ Puedo representar informacién: por ej., N + 0 usando numerales
de Church.

O0=MAs. Az z
l1=As.\Az. sz

n=M\As.\z.s"z

@ Puedo hacer aritmética: por €j., sumar 1.

succ =An As.Az.s(nsz)
succ0=succ (As. A z.z) s As. Az.s((As. Nz z) s z)
B -

—pAs.Az.sz=1
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Fundamentos: \-calculo

@ Toda funcién tiene punto fijo, y tengo un operador de (menor?)
punto fijo.
Y =Af.(Ax. f(xx))(Ax. f(xx))
g (Y g)=Y g, con g una abstraccién \.2

@ ...entonces puedo definir funciones recursivas.

@ Todo esto (y mds) generd entusiasmo: conjetura de
Church-Turing: “hemos tenido éxito capturando la nocién de
funcion computable”.

7Sc:ott D. Lambda Calculus: Some Models, Some Philosophy

Con = la clausura reflexiva-simétrica-transitiva y compatible de — 5.
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Fundamentos

A-célculo simplemente tipado
@ Alonzo Church, 1940.

@ Eliminamos términos que se “comportan mal” (ej.: funciones
que se pueden aplicar a si mismas).

@ ...0, nos quedamos sélo con los términos que se comportan bien,
usando teoria de tipos (este es el estilo de una teoria de tipos)
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Fundamentos

Teoria de tipos®
@ Bertrand Russell, 1903.1°

@ Desarrollada como instrumento para definir objetos evitando las
paradojas en los fundamentos de la matematica que estaban
siendo identificadas en la época.

@ La teoria se preocupa por clasificar objetos utilizando la nocién
primitiva de “tipo”.

@ El juicio bésico que le interesa formular a una teoria de tipos es:
“el objeto a tiene tipo A", denotado a : A.

9The Univalent Foundations Program. Homotopy Type Theory: Univalent Foundations of Mathematics. 2013.
Russell B. The Principles of Mathematics.



Fundamentos: Teoria de tipos

@ El tipo a su vez expresa especificaciones detalladas de los objetos
que clasifica. Esto da lugar a principios de razonamiento y
manipulacién de estos objetos.
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Fundamentos: Teoria de tipos

Vamos a pensar y a definir a los objetos y a los tipos en términos de
lo siguiente:

o Reglas de formacién, que especifican cémo formar un nuevo
tipo.
Ej.: dados tipos A y B, podemos formar el tipo funcion A — B.

e Constructores o reglas de introduccion, que expliquen cémo
construir habitantes del tipo.

Ej.: utilizando el \-cdlculo, el tipo funcién tiene un constructor:
las abstracciones \.

@ Reglas de eliminacion, que indiquen cémo utilizar habitantes
del tipo.
Ej.: el tipo funcicn tiene un eliminador: aplicacion de funciones.
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Fundamentos: Teoria de tipos

Vamos a pensar y a definir a los objetos y a los tipos en términos de
lo siguiente:

e Regla de computo, que indica (define) cémo opera un

eliminador sobre un constructor.
Ej., para el tipo funcion, esto es lo que expresa la B-reduccion.

e Un principio de unicidad (opcional), dtil para razonar sobre
enunciados que hablan de “igualdad” entre objetos.
Ej., para el tipo funcién, esto es lo que expresa la n-reduccion:
una funcion estd univocamente definida por sus evaluaciones.
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Fundamentos: Teoria de tipos

@ Teoria de tipos se va a interesar por hacer juicios sobre el tipo de
las reglas de introduccién y de eliminacién.

@ Las reglas de cémputo y los principios de unicidad son
enunciados de naturaleza diferente a los juicios de tipo.
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Fundamentos

A-célculo extendido con productos (como tipos primitivos),
simplemente tipado.!! Relacién de tipado (fragmento):

X AT x: A

Mx:AFrt: B l=rt:A—- B TFru:A
lN-Ax:At:A— B FlErtu:B

l'ert:A ThHru:B N=rt:AxB N=rt:Ax B
M7 (t,u):Ax B Mermt:A ltrmt:B

11Wad|er P. Proofs are Programs: 19th Century Logic and 21st Century Computing.
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Fundamentos: A-calculo simplemente tipado

Propiedades:
@ Reduccién preserva tipos:

=rt:A THru:B
M7 (t,u):Ax B
My m((tu)) - A

= Thrt:A

@ ...y los arboles de tipado se van reduciendo o contienen términos
con tipos cada vez mas “simples”.

@ Esto es: todo término del A-célculo simplemente tipado es
“normalizable”: lo podemos reducir hasta llegar a un término en
formal normal (irreducible).
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Fundamentos: A-calculo simplemente tipado

Propiedades:
@ En este sistema de tipos no hay solucién para una ecuaciéon de
tipos de la forma A=A — A.

» Para que esto si tenga solucién tenemos que introducir
tipos recursivos.

@ Por lo tanto, hemos retirado términos que representen funciones
que se aplican sobre si mismas, como en Q y en Y.

» Y en general, se puede probar que no hay operadores de
punto fijo.*?

@ Tipado es decidible.

12 Barendregt, H. P. The Lambda Calculus: Its Syntax and Semantics. North Holland, Amsterdam (1984).



Fundamentos

Correspondencia de Curry-Howard (fragmento).
x:AkFrx: A Als A
Mx:Abrt:B AR, B
l=rAx:At:A— B N-A=_B
[Frt:A = B Thru:A [FeA=>B TH.A
TFrtu:B rF:B
(Frt:A T[kru:B FF:A T+, B
Chr(t, u):Ax B - ANB
-rt:AxB M- AANB
TFrmt A M A
N-rt:AxB Mr--AAB
FFrmt:B M. B

T — S — T —



Fundamentos: Correspondencia de Curry-Howard

e Dado un término, podemos construir su derivacién de tipos (y
vice versa).

e Dada una derivacién de tipos, podemos reconstruir la prueba (y
vice versa).

@ Entonces, extendiendo apropiadamente nuestro A-cdlculo, hay un
isomorfismo T entre pruebas y términos tal que:

(LA & [Thrt: T(A),

donde [ tiene hipétesis de la forma x : T(B), para B en I'.13

13 1969, Howard, W.A. Aunque publicado recién en The formulae-as-types notion of construction. En To H.B. Curry:
Essays on Combinatory Logic, Lambda Calculus, and Formalism. Academic Press, 1980.
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Fundamentos: Correspondencia de Curry-Howard

@ “Connecting mathematical logic and computation, it ensures
that some aspects of programming are absolute” (Philip Wadler)

27 / 83



Fundamentos

Tipos dependientes
e Martin-Lof, 1972 (y variaciones publicadas a posterior).

@ Introduce tipos dependientes como forma de dar una explicacién
de predicados en légica constructivista, basada en teoria de tipos.

@ Tipo dependiente: una coleccién de tipos indexada por un cierto
tipo A:

A — U, con U un "tipo” habitado por tipos (un universo)
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Fundamentos: Tipos dependientes

Tipos dependientes de interés: dado un tipo A y una familia de tipos
B:A—-U:
@ Tipo funcién dependiente, o l-tipo:
» Regla de formacién: M,.4B(x).

» Regla de introduccién: una abstraccion A.

» Se va a corresponder con la nocién de prueba intuicionista
de una cuantificacién universal.

@ Tipo par dependiente, o 2-tipo:.
» Regla de formacién: ¥,.4B(x).

» Regla de introduccién: mediante un par ordenado.

» Se va a corresponder con la nocién de prueba intuicionista
de un existencial.
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Coq
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Coq

@ Asistente de pruebas basado en un sistema de tipos dependientes
(se aprovecha de la correspondencia de Curry-Howard).

@ Ayuda en la construccién del término que representa a una
prueba, y a su posterior verificacion.

@ Las pruebas que construiremos aqui no seran utiles para su
comunicacién a otra persona. El foco estard puesto en la
verificacion automatica del objeto prueba.

@ Ampliamente utilizado en esfuerzos de formalizacién de
semantica de lenguajes de programacion.
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Coq

Célculo de Construcciones Inductivas (CIC)*

@ Extensiéon del Calculo de Construcciones: un A-calculo con tipos
dependientes.

@ Incluye un mecanismo para definir tipos inductivamente, un
operador de punto fijo (restringido para recursién primitiva) y
encaje de patrones.

@ La riqueza expresiva del sistema de tipos me permite disponer de
una légica de alto orden.

14

Paulin-Mohring C. Introduction to the Calculus of Inductive Constructions
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Coq: Calculo de Construcciones Inductivas

@ Se sabe que este calculo posee propiedades deseables:
» Normalizacién fuerte.

» Canonicidad.

» Consistencia relativa con respecto a ZFC.
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Coq: Calculo de Construcciones Inductivas

Sorts

@ Los tipos habitan universos, llamados sorts.

@ En CIC tenemos una jerarquia infinita de sorts:
{Prop} U {Set} UJ;cnd{ Typei}-

» Sort Prop esta habitado por los tipos que representan
proposiciones proof-irrelevant.

» Sort Set estd habitado por los tipos computacionalmente
relevantes.

» Prop : Type; y Set : Type;.

» Type; : Type;+1, para evitar inconsistencias que surgen en
sistemas donde existe un tnico sort Type.
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Coq

Ejemplo: nimeros naturales como un tipo inductivo.

Inductive nat : Set =
| 0: nat
| S: nat — nat.

@ Formador o constructor de tipos:
» nat (que va a habitar el sort Set).

» nat serd el menor punto fijo de la funcién generadora (o
funcional) definida por los constructores 0 y S.

@ Reglas de introduccién: constructores 0 y S.

@ Reglas de eliminacién: encaje de patrones (forma sintdctica mds
adelante) o andlisis por casos.
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Coq

Ejemplo: nimeros naturales como un tipo inductivo.

Inductive nat : Set =
| 0: nat
| S: nat — nat.

@ Reglas de cdmputo: deriva de la regla de reduccién del encaje de
patrones sobre un natural.

@ Analisis por casos:
» Normalizacion fuerte +

» Canonicidad +

» Valores construidos con constructores diferentes, son
diferentes
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Coq
Ejemplo: nimeros naturales como un tipo inductivo.

Inductive nat : Set =
| 0: nat
| S: nat — nat.

@ Principios de induccién: es una funcién! (donde Sort € {Prop,
SProp, Set, Type}):

forall P : nat — Sort,
PO —
(foralln:nat, Pn — P (Sn)) —
foralln:nat,Pn

@ Ldégica de alto orden: basta con un principio cuantificado sobre
todas las proposiciones posibles.
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Coq

Ejemplo: orden sobre los niimeros naturales.

Inductive le (n : nat) : nat — Prop :=
| len: lenn
| le_S: forallm:nat, lenm — len (S m).

@ le es la menor relacion que satisface:
» Vn:NU{0}, 1lenn

» Vn,m:NU{0}, le nm=1len(m+1)

@ le_n y le_S definen un sistema formal completo y correcto para
construir pruebas de cosas de la forma n < m.
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Coq
Ejemplo: tipo habitado por los primeros n niimeros naturales.

Inductive fin (n : nat) : Set :=
| elem_fin: forall (m: nat), lemn — finn.

@ Al construir habitantes de fin, es posible automatizar la
generacidn de pruebas de 1e m n: typeclasses.
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Coq
Conectivos ldgicos y sus andlogos via Curry-Howard.
e Conjuncién:

Inductive and (A B : Prop) : Prop := conj : A - B — A AB.

Inductive prod (A B : Type) : Type := pair: A — B — A % B.

@ Disyuncién:

Inductive or (A B : Prop) : Prop :=
| or_introl:A — A VB
| or_intror : B — A VB.

Inductive sum (A B : Type) : Type :=

| inl: A — A+ B
| inr: B — A + B.
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Coq

Conectivos ldgicos y sus andlogos via Curry-Howard.
o Cuantificacién existencial:
Inductive ex (A : Type) (P : A — Prop) : Prop :=
ex_intro : forall x: A, P x — exists y, P y.

Inductive sigT (A : Type) (P : A — Type) : Type :=
existT : forall x: A, P x — {x: A & P x}.

@ Cuantificacién universal e implicacién:

Mx:AkFrt:B M x:Abrt:B(x)
lFrfunx:A=t:A =+ B Thkrfunx: A= t:Ma B(x)

Ix:AF+ B : Prop [ x:AbFrB: Typei =7 A: Type;
['=7MNx.a, B : Prop [+ MNx.a, B : Type;

WEE




Coq

Conectivos ldgicos y sus andlogos via Curry-Howard.

@ Se corresponden con la nocidn intuicionista de prueba, y el tipo
de los constructores se corresponden con las reglas de
introduccion del sistema de deduccién natural.
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Coq

Forma general de una definicién inductiva.

Inductive I pars : Ar = ...
| ¢ M(x1:A1)...(xa: An), I pars uy...up

@ pars are called the parameters of the inductive definition and
will be the same for all definitions.

o Ar is called the arity. Tiene la forma M(y; : By)...(¥p : ¥p), s, con
s un Sort.

@ u; is an index. Los tipos pueden estar indexados por cualquier
expresion del lenguaje, ademds de permitir indexacién por tipos

@ M(xy : A1)...(xn : Ap), I pars uy...up is a type of constructor.

@ A; is a type of argument of constructor.



Coq
Forma general de una definicién inductiva.

Inductive I pars : Ar = ...
| ¢ M(x1:A1)...(xa: An), I pars uy...up

Hay condiciones (sintdcticas) que se imponen para poder considerar
una definiciéon dada como bien formada.

@ Para garantizar predicatividad.

@ Para garantizar normalizacién fuerte.
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Coq

Construcciones restantes de CIC: operador de punto fijo para definir
funciones recursivas.

Fixpoint f (xq : A1)...(xn : Ap) {struct x;} : B :=t.

@ £: M(x:A)...(xn: An), B.

@ Sélo recursién primitiva: evaluaciones recursivas de £ sélo sobre
un término estructuralmente mas pequeno que x,.
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Coq

Construcciones restantes de CIC: operador de punto fijo para definir
funciones recursivas.

Fixpoint f (xq : A1)...(xn : Ap) {struct x;} : B :=t.
@ ...recursion general interactia con el sistema de tipos: todo tipo

termina estando habitado por términos superfluos (sin
informacidn).
Fixpoint mal (n : nat) : P := mal n.

(*x para cualquier n y P, mal n : P *)

@ ...inclusive Falso:

Inductive False : Prop :=.

@ Solo vamos a permitir funciones totales.



Coq
Construcciones restantes de CIC: encaje de patrones.

Fixpoint sum (n : nat) : nat :=
match n with

|0 =0
| Sn' =Sn' + sumn’
end.

@ Funciones totales: tenemos que contemplar las 2 posibles formas
de construir un natural.

@ Implementa el principio de eliminacién para tipos inductivos
(positivos): me permite extraer la informacién con la que se
construyd un valor.

@ Puedo razonar por casos sobre un valor de cualquier tipo
inductivo.



Coq
Ejemplo de prueba:
Lemma sum_expr : forall (n:nat), sumn = (n* (n + 1)) / 2.

@ Luego del punto final del comando Lemma entramos en modo
interactivo de edicién de prueba:

1 goal (ID 2)

foralln:nat, sumn=n%(n+1)/2

@ Esto es el proof state: la coleccién de hipdtesis que manejamos
+ el enunciado que tenemos que probar.

@ Manipulamos el estado de la prueba mediante comandos
llamados tacticas.
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Coq
Ejemplo de prueba:
Lemma sum_expr : forall (n:nat), sumn= (n* (n+ 1)) /2.

@ Razonamiento hacia atras: partimos de la conclusién del arbol
de prueba que queremos construir, y vamos hacia arriba, hacia
las hojas del arbol.

@ Coq nos va a ayudar a construir el objeto que representa a la
prueba, llamado proof term.
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Coq
Ejemplo de prueba:

Require Import 1 goal (ID 2)
Arith.Arith
Lia.

Fixpoint sum (n : N) : N := Vn:]N,sumn=n*(n+1)/2
match n with

| @ >0

| Sn'>Sn'+ sumn'

end.

Lemma sum_expr : ¥ (n : N), sumn = (n * (n + 1)) / 2.
Proof.

Uit~ xgoalst AL (3,12) (Coq Goals +2)
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Coq

Ejemplo de prueba:
@ Razonamos por induccién en n. Podemos aplicar la funcién que
representa el principio de induccién generado para nat, nat_ind:

forall P : nat — Prop,

PO —

(foralln:nat, Pn — P (Sn)) —
foralln:nat,Pn

@ La prueba serd entonces un término de la forma:
funn: nat = nat_ind P ... ... n.

@ Podemos utilizar la tactica induction n:

BWEE



Coq
Ejemplo de prueba:

Require Import 2 goals (ID 7)
Arith.Arith
Lia.
Fixpoint sum (n : N) : i= sum © =0 x (0 +1) /2
match n with
| o >0 goal 2 (ID 10) fs:
|:"'=‘5"'+5Um"' sum (S n') =Sn'" x (Sn' +1) /2
end.

Lemma sum_expr : V (n : N), sum n = (n * (n + 1)) / 2.
Proof.
induction n as [ | n' HI].I

U:%%- *xgoalsk (Coq Goals +2)
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Coq
Ejemplo de prueba:

Require Import 1 goal (ID 7)
Arith.Arith
Lia.

Fixpoint sum (n : N) : N := sum @ =0 x (0 +1) /2
match n with
| @ >0
| Sn">Sn' + sumn'
end.

Lemma sum_expr : V (n : N), sum n = (n * (n + 1)) / 2.
Proof.

induction n as [ | n' HI].

= (x caso base x)

19%%-  *goalsk (Coq Goals +2)
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Coq
Ejemplo de prueba:

Require Import 1 goal

Arith.Arith
Lia. goal 1 (ID 10) ‘is:
Fixpoint sum (n : N) : N := sum (S n') =Sn' x (Sn' +1) /2
match n with

| @ >0
| Sn" > Sn'+ sumn'
end.

Lemma sum_expr : V (n : N), sum n = (n * (n + 1)) / 2.
Proof.
induction n as [ | n' HI].
= (* caso base *)
(x son términos definicionalmente iguales x)
reflexivity.

U:%%- *xgoalsk (Coq Goals +2)
This subproof is complete, but there are
unfocused goals.

Focus next goal with bullet -.
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Coq
Ejemplo de prueba:

Require Import 1 goal (ID 10)
Arith.Arith
Lia. Zh' s N
Fixpoint sum (n : N) : N i= = HI @ sumn' =n'x (n' +1) /2
match n with
| o >0 sum (S n') =Sn' x (Sn' +1) /2
| Sn'>Sn' + sumn'
end.

Lemma sum_expr : V (n : N), sum n = (n * (n + 1)) / 2.
Proof.
induction n as [ | n' HI].
= (* caso base *)
(x son términos definicionalmente iguales x)
reflexivity.
= (* caso inductivo *)

U:%%- *xgoalsk (Coq Goals +2)
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Coq
Ejemplo de prueba:

Require Import 1 goal (ID 13)
Arith.Arith
Lia. Sh s N
Fixpoint sum (n : N) : N := - HI : sumn' =n' x (n' +1) /2
match n with
| o >0 Sn'+sumn' =Sn' x (Sn'+1) /2
| Sn" > Sn'+ sumn'
end.

Lemma sum_expr : V (n : N), sum n = (n * (n + 1)) / 2.
Proof.
induction n as [ | n' HI].
= (* caso base *)
(x son términos definicionalmente iguales x)
reflexivity.
= (* caso inductivo x)
(* reducimos sum (S n) para poder usar la H.I. *)
unfold sum.
fold sum.

U:%%- *xgoalsk (Coq Goals +2)
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Coq
Ejemplo de prueba:

Require Import 1 goal (ID 14)
Arith.Arith
Lia. “h' !N
Fixpoint sum (n : N) : N := - HI : sumn' =n' x (n' +1) /2
match n with
| o >0 Sn'"+n'" x (n" +1) /2=Sn"*% (Sn'
| Sn'>Sn' + sumn' 2
end.

Lemma sum_expr : V (n : N), sum n = (n * (n + 1)) / 2.
Proof.
induction n as [ | n' HI].
= (* caso base *)
(x son términos definicionalmente iguales x)
reflexivity.
- (x caso inductivo x*)
(* reducimos sum (S n) para poder usar la H.I. *)
unfold sum.
fold sum.
(* aplicamos H.I. %)
rewrite HI.

U:%%- *xgoalsk (Coq Goals +2)
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Coq
Ejemplo de prueba:

Require Import 1 goal (ID 18)
Arith.Arith
Lia. Sh s N
Fixpoint sum (n : N) : N i= S HI @ sumn' =n' x (n' +1) /2
match n with
| o >0 Sn'"+n" xSn'/2=Sn" % (Sn'" + 1
| Sn" > Sn'+ sumn'
end.

Lemma sum_expr : V (n : N), sum n = (n * (n + 1)) / 2.
Proof.
induction n as [ | n' HI].
= (* caso base *)
(x son términos definicionalmente iguales x)
reflexivity.
- (x caso inductivo x*)
(* reducimos sum (S n) para poder usar la H.I. *)
unfold sum.
fold sum.
(% aplicamos H.I. %)
rewrite HI.
(x simple reduccién no me ayuda a probar el objetivo x)
replace (n' + 1) with (S n') by lia. (x por def. de + %)

U:%%- *xgoalsk (Coq Goals +2)




Coq
Ejemplo de prueba:

Require Import 1 goal (ID 39)
Arith.Arith
Lia. “h s N
Fixpoint sum (n : N) : N := S HI @ sumn' =n' % (n' +1) /2
match n with
| o >0 n'"'xSn'/2+Sn" =Sn" % (Sn'+1
| Sn" =S n'+ sumn'
end.

Lemma sum_expr : V (n : N), sum n = (n x (n + 1)) / 2.
Proof.
induction n as [ | n' HI].
= (x caso base )
(x son términos definicionalmente iguales x)
reflexivity.
= (* caso inductivo x*)
(* reducimos sum (S n) para poder usar la H.I. *)
unfold sum.
fold sum.
(% aplicamos H.I. %)
rewrite HI.
(x simple reduccién no me ayuda a probar el objetivo x)
replace (n' + 1) with (S n') by lia. (x por def. de + %)
(* Nat.add_comm: forall nm : nat, n + m = m + n %)
rewrite Nat.add_comm.

U:%%- *goalsx (6,0) (Coq Goals +2)




Coq
Ejemplo de prueba:

(x caso base *) 2 goals (ID 40)
(* son términos definicionalmente iguales %)
reflexivity. '

-n N

(* caso inductivo x)

(* reducimos sum (S n) para poder usar la H.I. *) - HI sum n' =n' x (n' +1) /2

unfold sum.

fold sum. (n" xSn'+Sn"%x2)/2=Sn"x (S|
(x aplicamos H.I. x) /2

rewrite HI.
(x simple reduccion no me ayuda a probar el objetivo x) .
replace (n' + 1) with (S n') by lia. (x por def. de + x) goal 2 (ID 41) is:
(* Nat.add_comm: forall nm : nat, n + m =m + n %) 2z0
rewrite Nat.add_comm.
(* Nat.div_add:
forall a b c : nat, c <> 0 -> (a+b *xc) /c=a/c+bx)
rewrite ¢ Nat.div_add.

19%%- *goalsx (6,0) (Coq Goals +2)




Coq
Ejemplo de prueba:

- (x caso base x) 1 goal (ID 40)
(* son términos definicionalmente iguales *)
reflexivity.
= (% caso inZuctivo *) -n':N
(* reducimos sum (S n) para poder usar la H.I. %) - HI : sumn' =n' % (n" +1) /2
unfold sum.
fold sum. (n" xSn'"+Sn"x%x2)/2=Sn"x (S
(x aplicamos H.I. *) /2

rewrite HI.
(x simple reduccién no me ayuda a probar el objetivo x)
replace (n' + 1) with (S n') by lia. (* por def. de + %)
(* Nat.add_comm: forall nm : nat, n + m = m + n %)
rewrite Nat.add_comm.
(* Nat.div_add:
forall a b c : nat, c <> 0 -> (a+b *xc) /c=a/c+bx)
rewrite ¢ Nat.div_add.
- (n" xsn' +Ssn"x2)/2=8Sn" % (Sn" +1) /2%

19%%-  *goalsk (Coq Goals +2)
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Coq
Ejemplo de prueba:

- (% caso base *) 1 goal (ID 45)
(x son términos definicionalmente iguales *)
ref'l.ex1v'!ty. ) 2 i N
= (* caso inductivo *)
—HI : sumn' =n'" x (n' +1) /2

(* reducimos sum (S n) para poder usar la H.I. *)
unfold sum.
fold sum. Sn'"x (Sn'"+1) /2=Sn" % (Sn' + ]
(x aplicamos H.I. %)
rewrite HI.
(x simple reduccion no me ayuda a probar el objetivo x)
replace (n' + 1) with (S n') by lia. (x por def. de + %)
(* Nat.add_comm: forall nm : nat, n + m = m + n *)
rewrite Nat.add_comm.
(* Nat.div_add:
forall a b c : nat, c <> 0 -> (a+b *xc) /c=a/c+bx)
rewrite « Nat.div_add.
+ (x (n" *Sn"+Sn'"*2)/2=8Sn"x*x(Sn"+1)/2%)
replace (n' * S n' + S n' * 2) with (Sn' * (Sn' + 1)) by lia.

U:%%- xgoalsx (Coq Goals +2)
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Coq
Ejemplo de prueba:

= (* caso base *)

(x son términos definicionalmente iguales x)

reflexivity.

(* caso inductivo *)

(* reducimos sum (S n) para poder usar la H.I. *)

unfold sum.

fold sum.

(x aplicamos H.I. %)

rewrite HI.

(x simple reduccion no me ayuda a probar el objetivo x)

replace (n' + 1) with (S n') by lia. (x por def. de + %)

(* Nat.add_comm: forall nm : nat, n + m = m + n %)

rewrite Nat.add_comm.

(* Nat.div_add:
forall a b c : nat, ¢ <> 0 -> (a+b *xc) /c=a/c+bx)

rewrite ¢ Nat.div_add.

+(x (n" *Sn"+8Sn'"*2)/2=8n"x*x(Sn"+1)/2%)
replace (n' * S n' + S n' * 2) with (Sn' x (Sn' + 1)) by lia.
reflexivity.

1 goal

goal 1 (ID 41) is:
220

U:%%- xgoalsx All (4,0)
This subproof is complete, but there are
unfocused goals.

Focus next goal with bullet +,

(Coq Goals +2)




Coq
Ejemplo de prueba:

- (% caso base *) 1 goal (ID 41)
(* son términos definicionalmente iguales *)
ref'l.ex1v'!ty. ) 2 i N
= (* caso inductivo x)
- HI : sumn' = n' % (n' +1) /2

(* reducimos sum (S n) para poder usar la H.I. *)
unfold sum.
fold sum. 20
(x aplicamos H.I. x)
rewrite HI.
(x simple reduccion no me ayuda a probar el objetivo x)
replace (n' + 1) with (S n') by lia. (x por def. de + %)
(* Nat.add_comm: forall nm : nat, n + m = m + n %)
rewrite Nat.add_comm.
(* Nat.div_add:
forall a b c : nat, c <> 0 -> (a+b *xc) /c=a/c+bx)
rewrite ¢ Nat.div_add.
+ (x (n" *Sn"+Sn'"*2)/2=8Sn"x*x(Sn"+1)/2%)
replace (n' * S n' + S n' * 2) with (S n' * (S n' + 1)) by lia.
reflexivity.
+ (x 2 <0 %)

U:%%- *xgoalsk (Coq Goals +2)
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Coq
Ejemplo de prueba:

(* caso base *)

(* son términos definicionalmente iguales *)

reflexivity.

(* caso inductivo *)

(* reducimos sum (S n) para poder usar la H.I. *)

unfold sum.

fold sum.

(x aplicamos H.I. x)

rewrite HI.

(x simple reduccion no me ayuda a probar el objetivo x)

replace (n' + 1) with (S n') by lia. (x por def. de + %)

(* Nat.add_comm: forall nm : nat, n + m = m + n %)

rewrite Nat.add_comm.

(* Nat.div_add:
forall a b c : nat, c <> 0 -> (a+b *xc) /c=a/c+bx)

rewrite ¢ Nat.div_add.

+ (x (n" *Sn"+Sn'"*2)/2=8Sn"x*x(Sn"+1)/2%)
replace (n' * S n' + S n' * 2) with (S n' * (S n' + 1)) by lia.
reflexivity.

+ (x 2 <> 0 %)
lia.

U:%%- *xgoalsk (Coq Goals +2)
No more goals.




Coq
Ejemplo de prueba:

(* caso base *)

(* son términos definicionalmente iguales *)

reflexivity.

(* caso inductivo *)

(* reducimos sum (S n) para poder usar la H.I. *)

unfold sum.

fold sum.

(x aplicamos H.I. x)

rewrite HI.

(x simple reduccion no me ayuda a probar el objetivo x)

replace (n' + 1) with (S n') by lia. (x por def. de + %)

(* Nat.add_comm: forall nm : nat, n + m = m + n %)

rewrite Nat.add_comm.

(* Nat.div_add:
forall a b c : nat, c <> 0 -> (a+b *xc) /c=a/c+bx)

rewrite ¢ Nat.div_add.

+ (x (n" *Sn"+Sn'"*2)/2=8Sn"x*x(Sn"+1)/2%)
replace (n' * S n' + S n' * 2) with (S n' * (S n' + 1)) by lia.
reflexivity.

+ (x 2 <> 0 %)
lia.

Qed.

U:%%- *xgoalsk (Coq Goals +2)




Coq

Ejemplo de prueba: vemos el término construido.

sum_expr = fun n : nat =

nat_ind

(fun nO : nat = sum n0 = n0 * (n0 + 1) / 2)

eq_refl

(fun (n' : nat) (HI: sumn’' =n'x (n' +1)/2) = ..)
n
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Nuestro trabajo

Qué hacemos
@ Formalizacién de la semantica dindmica y estatica de lenguajes
de programacion reales.
» Existen compiladores/intérpretes (demasiado complejos).

» Hay manuales de referencia (informales).

@ Queremos elaborar un modelo del lenguaje sobre el cual sea
posible:

» Verificar propiedades de correccion de la semantica informal
(Ej., todo error durante la ejecucién es reconocido por la
semantica dindmica; un programa correctamente tipado se
ejecuta sin errores de tipo).

» Desarrollar herramientas de analisis de cédigo.
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Nuestro trabajo: Qué hacemos

Formalismo:
@ Semantica operacional:
» Util para demostrar propiedades de sistemas de tipos.

» Proxima a la forma en la que informalmente se piensa y se
presenta la semdntica de un lenguaje (ej., en manuales de
referencia).

@ Semantica de reducciones con contextos de evaluacién:
» Enfoque inspirado en ideas del A-célculo (Peter Landin).

» Definiciones concisas, semantica modular.

» Empleada (parcialmente) en esfuerzos de formalizacién de
lenguajes varios (Python, Scheme, varias versiones de
JavaScript, Lua 5.1y 5.2).
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Nuestro trabajo: Qué hacemos

PLT Redex
@ Lenguaje de dominio especifico implementado sobre Racket.

@ Util para mecanizar semdnticas de reducciones con contextos de
evaluacion.
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PLT Redex

Definicién de una gramatica en Redex

F#lang racket
(require redex)

(define-language core-lang
; terms as compiled from Lua code
[sing \;
break
(return e ...)
($statFCall e (e ...))
($statFCall e : Name (e ...))
(var_1l var_2 ... =e ...)
(do s end)
(if e then s else s end)
(while e do s end)
($iter e do s end)
(local Name_1 Name_2 ... =e ... in s end)]
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PLT Redex

Definicidn de una relaciéon semantica en Redex

#lang racket
; Expressions that don't interact with some store

(require redex
"../grammar.rkt"
"../Meta-functions/grammarMetaFunctions.rkt"
"../Meta-functions/delta.rkt")

(define terms-rel
(reduction-relation
ext-lang
#:arrow -->s/e

; tuples

[-->s/e (in-hole Et (< v_1 v_2 ... >))
(in-hole Et v_1)
E-TruncateNonEmptyTuple]

[-->s/e (in-hole Et (< >))
(in-hole Et nil)
E-TruncateEmptyTuple]

[-->s/e (in-hole Ea (< wv_1 ... >))

(fix_unwrap Ea (v_1 ...))
E-UnwrapNonEmptyTuple]
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PLT Redex
Definicién de una relacién mediante reglas de inferencia

; constraints for a list of expression (for example, for actual parameters of
; a fun call)
(define-judgment-form

core-lang-typed

#:mode (cons_gen_el I I 0 0 0)

#:contract (cons_gen_el y (e ...) (t ...) y Cs)

[(cons_gen y_1 e t y_2 Cs)

(cons_gen_el y_1 (e) (t) y_2 Cs)]

[(cons_gen y_1 e_1 t_1y_2 Cs_1)
(cons_gen_el y_2 (e_2 e_3 ...) (Tt_2 ...) y_3 Cs_2)
(where Cs_3 (cons_un Cs_1 Cs_2))

(cons_gen_el y_1 (e_1 e 2 e.3 ...

)
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PLT Redex

@ Otras facilidades de Redex
» Testeo aleatorio de propiedades.

» Visualizacién de trazas de reduccidn.

» Facilidades para implementar suite de tests.

@ Qué no puede hacer Redex:

» Asistir en la demostracion de propiedades.

» Ofrecer garantias estaticas de correccion.
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PLT Redex

Problema

@ No hay facilidades para exportar un modelo Redex hacia un
asistente de pruebas.

@ Nos vemos en la obligacién de descartar un modelo ya testeado
e implementarlo desde 0 en un asistente de pruebas.
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PLT Redex

La experiencia A s:

Redex can also generate random tests to exercise your semantics. Random
testing caught several more bugs in Ajg.

Coq: A Machine-Checked Proof

Testing is not enough. We shipped Ays with a bug that breaks the soundness

theorem above. We didn't discover it for a year. David van Horn and lan Zerny
both reported it to us independently. We'd missed a case in the semantics, which
caused certain terms to get "stuck”. It turned out to be a simple fix, but we were
left wondering if anything else was left lurking.

To gain further assurance, we mechanized Ajs with the Coq_proof assistant. The
soundness theorem now has a machine-checked proof of correctness. You still
need to read the Coq definition of A;s and ensure it matches your intuitions. But

once that's done, you can be confident that the proofs are valid.

Doing this proof was surprisingly easy, once we'd read Software Foundations
and Certified P with Dependent Types. We'd like to thank Benjamin
Pierce and his co-authors, and Adam Chlipala, for putting their books online.




PLT Redex

Propuesta:

@ Implementar en Coq la semantica de Redex, basandonos en lo
propuesto en A Semantics for Context-Sensitive Reduction
Semantics, de Klein et. al.

@ Extender el modelo con facilidades ausentes.

@ Implementar una libreria de tacticas para facilitar la
demostracién de propiedades.

@ Implementar una rutina de traduccién de un modelo Redex hacia
un (idealmente) equivalemente semanticamente en Coq.
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PLT Redex

Logros parciales

@ Mecanizamos el modelo presentado en la bibliografia citada.

» Algoritmo de encaje de patrones original no es una
recursidén primitiva.

» Definimos una versién mas general del algoritmo.

» Definimos una relacién bien fundada sobre los valores de
entrada del algoritmo.

» Probamos la buena fundacién de la relacién.

» Mecanizamos el algoritmo mediante recursion bien fundada:
recursidn primitiva sobre la estructura de la prueba de
accesibilidad de cada elemento en la relacién.
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PLT Redex

Logros parciales

@ Reprodujimos la prueba de completitud del paper original, para
nuestro modelo mecanizado en Coq.

@ Extendimos el modelo con una nocidén de clausura de kleene.
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PLT Redex

Logros parciales: jtesteando, encontramos errores en una version
reciente de Redex!

(¢) Q B hitpsi//github.com/racket 2c8da2009#diff-11c6448c00a1872fd2
lost Visited @) Getting Started

fix bug in matcher

Thanks to Mallku Ernesto Soldevila Raffa for finding the bug

master
v8.10 ..

@ rfindler committed on Dec 21, 2021

Showing 2 changed files with 29 additions and 1 deletion.

redex-lib/redex/private/matcher.rkt
redex-lib/redex/private

matcherrkt

(define (build-compiled-pattern proc names lang-a-equal?)
(make-compi led-pattern

roc
redex-test/redex/tests P

(null? names)
tl-language.rkt

(ROt (null? names))

(and (equal? names (remove-duplicates names))




PLT Redex

Logros parciales: hacia una teoria mecanizada sobre la decibilidad de
predicados de semantica de reducciones estilo Redex.

@ Comenzamos a experimentar con formas de automatizar casos
particulares del problema de interseccidn de lenguajes, para el
caso de lenguajes definidos con el formalismo de Redex.

@ Construimos tipos finitos de lenguajes y patrones de tamano
acotado. Nos interesaria generalizar la técnica empleada a tipos
con constructores como los utilizados en nuestro caso para
definir lenguajes y patrones.
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